PETITHORY Damien MI51
PIERNOT Jérbme

TP 1:
Etude des groupes, sous-groupes et transformatenstifs

|. Outils de base

1. Rotation affine

Pour calculer I'image d’un point par la rotation dentre 0 et d’angl®, on utilise la
matrice de rotation :

M = cosd -sinb
sin6 cosb

On peut alors définir la fonction Matlab comme déiehier rote.m):

% P1 et P2 sont des points (matrice ligne)
% theta est I'angle de la rotation
function  [P2] = rote( theta, P1)

%Matrice de rotation
M =[ cos (theta) - sin (theta)
sin (theta) cos (theta)];

%O0n applique la transformation
P2=M*P1}

%Transposée pour repasser en "point"
P2 = P2,

2. Symétrie affine

Pour calculer I'image d’un point par la symétri¢hogonale de miro(O,T), on utilise la
matrice de symétrie :

“<fo 3]



On peut alors définir la fonction Matlab comme déiiehier symetrie.m) :

% P1 et P2 sont des points (matrice ligne)
function [ P2] = symetrie( P1)

%Matrice de symetrie
M=[10
0-1];

%O0On applique la transformation
P2 =M*P1,

%Transposée pour repasser en "point"
P2 = P2

|l. Etude du groupe diédréb,, o) pourn =4

Pour n = 4, le groupedXxontient 8 éléments que I'on peut noter :
Dg = {6, ,06,,0,,05,6,,05,04,0,

= {ro,rl,rz,r3,30r° So It ,sor? ,S°r3}
= {s“ orB /GD{O,]};BD{O’l’Z’é}

1. Conversions décimal - quadratique

Le but est d’obtenir les etp a partir de I'indice de I'élément dans le groupeiee-versa.

On cherche donc I'écriture en base 4 de l'indiceKélément. Ainsi k =.4" + p.4°, on en
déduit donc que :

= q estle quotient entier de la division euclidienleek par 4.
= [ estle reste de la division euclidienne de k par 4

On peut bien sdr généraliser a un n quelconquen@asssairement égal a 4. On écrit donc
les fonctions Matlab suivante :

k — o etp (fichiertrad_dec_qu.m)

function [ alpha, beta] =trad_dec_qu(k, n)

alpha = floor (k/n); %symetrie
beta = mod(k,n); %rotation

a et — k (trad_qu_dec.m)

function [k]=trad_qu_dec( alpha, beta, n)

k = alpha*n + beta;




2. Table de la loi o surpd
€0§g=&

b (i, Bi)
j (o, By)
o= q +aj[2]

K« (OL, B) avec{ﬁ = ﬁj + (—1)Oli Bi [4]

On peut donc écrire une fonction Matlab permetteffectuer la composition de 2
éléments d’'un groupe diédral quelconque (fichienjgose.m) :

% i et j sont les indices des éléments a composer
% n désigne le groupe diédral étudié
function [k ]=compose(i,j, n)

if i<2*n & j<2*n %Les indices doivent étre valides

%Conversion des indices des sigma en alpha et beta
[alphal, betal] = trad_dec_qu(i,n);

[alpha2, beta?] = trad_dec_qu(j,n);

%Calcul des alpha et beta de la composee

alpha = mod(alphal+alpha2,2);
beta = mod(beta2+((-1)"alpha2)*betal,n);
%O0On convertit les alpha et beta obtenus en k
k = trad_qu_dec(alpha,beta,n);
else
%code d’erreur
k=-1;
end

A partir de cette fonction, il est possible de d¢onige la table de la loi o sur un groupe
diédral (fichier table.m) :

% n désigne le groupe diédral
function [T ]=table(n)

% On construit une matrice de 0 a la bonne tail le
T= zeros (2*n);

% Puis on la remplie ...
for i=1:2*n
for j=1:2*n
% Par les indices de la composé de 2 élément S
T(i,j) = compose(i-1,j-1,n);
end
end




On obtient alors :

»» table(4)
ans =
a] 1 2 3 q 5 & 7
1 2 3 ] 7 4 5 &
z 3 o 1 3 7 q 5
3 ] 1 2 5 & 7 q
4 5 6 7 0 1 z 3
5 3 7 4 3 ] 1 2
6 7 4 5 2 3 ] 1
7 q 5 & 1 2 3 ]
»» table(5)
ans =
] 1 2 3 4 5 & 7 g ]
1 2 3 4 0 3 5 f 7 5
z 3 4 ] 1 g ] 5 & 7
3 4 ] 1 2 7 8 ] 5 &
4 ] 1 2 3 & 7 g ] 5
5 f 7 g 3 0 1 2 3 4
6 7 & ] 5 q ] 1 2 3
7 g a 5 & 3 4 0 1 2
& ] 5 3 7 2 3 4 ] 1
a 5 6 7 5 1 2 3 4 0

>

3. Preuve {D, ,°) est un groupe non abélien

(D, ,°) est un groupe ssi:
= 0 estune loiinterne.
* 0 est associative.
= Il existe un élément neutrg pour la loi o (i.eli 0{0;.;4 o, o0, =0,)

= Tout élément admet un symétrique (ﬁ]éD{O;..;?} o,

|OG' zce)

La loi o est interne puisque tous les élémentadable sont des éléments du groupe. Donc
la composé de 2 éléments quelconque du groupetegopau groupe.

La loi 0 est toujours associative.
L’élément neutre est évident : c’est I'ideniitg= < o ° = ide
Tous les éléements du groupe admettent un symétpigisgue I'on retrouve un O (indice de

'élément neutre) par ligne de la table. Cela véuwé qu’il est possible de trouver, pour
chaque élément;, un €lémens; tel que o, oo, =,

De plus, le groupe n’est pas abélien (non comniut&ela se voit tres facilement avec la
table puisque, par exemple, o6, = o, alors quec oo, =o,



On sait que :
€0§=&

b (i, i)
j < (o5, By)

k< (a,B) avec{

o= +ocj[2]

B=p; +(-1)"[n]

On connait ¢, Bi) et @, B) = (0,0), On peut donc trouven;( ;) par les formules
suivantes :

{ a; =~ [2]
B = '(_1)aj[3i[n]

Il est alors simple de créer une fonction Matlalmpetant de trouver l'inverse d’un
élément (fichier inverse.m) :

% i est l'indice de I'élément dont on recherche i nverse
% n désigne le groupe diédral étudié
function [j]=inverse(i,n)

%Conversion de l'indice du sigma en alpha et be ta
[alphal, betal] = trad_dec_qu(i,n);

%Calcul des alpha et beta de la composee pour tro uver le
neutre

alpha = mod(-alphal,2);

beta = mod(-betal*(-1)"alpha,n);

%0n convertit les alpha et beta obtenus en k
j =trad_qu_dec(alpha, beta, n);

A I'exécution on retrouve bien les valeurs présgidkans la table du groupe D8

Fxodnverse(l,4)

ans =

> inverse (6, 4]

ans =

e



4. Sous-groupes degD

Pour trouver tous les sous-groupes d’un grouperaiédi faut construire les sous-groupes
engendrés par chacun des éléments du groupe, gaiisolis-groupes engendrés par deux
éléments du groupe.

Ainsi on écrit la fonction Matlab suivante (fichisous_groupe.m) :

% n désigne le groupe diédral étudié
function [ S_Groupe ] = sous_groupe(n)

% Creation de la solution
S_Groupe =];

% Generation des sous groupes engendres ...
% Par un élément ...
for i=0:2*n-1
SG_engendre = remplir( sort (s_groupe_engendre(i,n)),2*n);
% Si c’est un nouveau sous-groupe ...
if appartient(SG_engendre,S_Groupe,2)==0
% ... Alors on I'ajoute
S_Groupe = [S_Groupe SG_engendre];
end
end

% Puis par 2 éléments
for i=0:n-1
for j=n:2*n-1
SG_engendre = remplir( sort (s_groupe_engendre([i;j],n)),2*n);
% Si c’est un nouveau sous-groupe ...
if appartient(SG_engendre,S_Groupe,2)==0
% ... Alors on I'ajoute
S_Groupe = [S_Groupe SG_engendre];
end
end
end

La fonction sort permet de trier les éléments dussgroupe par ordre croissant afin de
faciliter le test qui vise a vérifier si le sousagpe que I'on vient de construire n’existe pas
déja.

La fonction remplir permet de compléter le sousdgmavec des -1 pour que tous aient la
méme taille afin de les regrouper dans un tableau.



La fonction s_groupe_engendre permet de constieiseus-groupe engendré par une liste
d’éléments du groupe (fichier s_groupe_engendre.m).

% i désigne le(s) élément(s) qui engendre(nt) le so us-groupe
function [ SG]=s_groupe_engendre(i,n)

% Initialisation de la solution

SG =[0];

% i n'est pas le neutre, il faut donc I'ajouter au sous-groupe
if i~=0
SG = [SG;i];
end

% On initialise la liste des éléments non encor e traités

new = SG;

%Recherche des elements du sous groupe
taille = length (new);
%Tant qu'il y a encore des éléments a traiter
while taille>0
for k= 1l:length(SG)
% On compose cet élément avec tous ceux déja prése nt dans
le sous-groupe
comp = compose(new(1),SG(k),n);
% Si c'est un nouvel élément ...
if ~appartient(comp, SG,1)
% ... Alors on I'ajoute a la solution...
SG = [SG;comp];
% On utilise le théoréme de Lagrange pour arréter la
fonction plus rapidement
if length (SG)>n
SG = (0:(2*n-1)),
break ;
end
% ... ainsi qu'a la liste des éléments a trai ter
new = [new;comp];
taille = taille+1;
end
end

% On supprime I'élément que I'on vient de traiter de la liste
des éléments a traiter
if taille>1
new = new(2:taille);
else
new = [J;
end

taille = taille-1;
end

bY

Grace a ces fonctions on obtient alors la liste slags-groupes d’'un groupe diédral
guelconque.



»r ous_groupe (4]

ans =
8] o o o o 6] 6] 8] 8] o
= 1 2 4 5 & £ 1 2 < »>» 3_groupe_engendre (1, 4)
=1 2 =1 =1 =1 =1 =1 2 4 sl
sl 3 sl Sl = = = 3 3] i Sz
=1 =i =1 =1 =1 =1 =1 4 =1 =i
i = i & i i i = 5 i =
=1 =1 =1 =1 -1 =1 =1 6 =1 =1 2
= = = = -1 -1 -1 7 = = h
2
»» SOus_groupe (5] 3
ans = *» 5 _groupe engendre ([275], 4]
8] o o o o o o 8] ans =
=1 1 5} & 7 = =l 1
= 2 = = -1 -1 -1 Z ]
=1 3 =1 =1 =1 =1 =1 3 2
=i 4 i =i =k = = 4 5
=1 =1 =1 =1 =1 =1 =1 5
= = = = -1 -1 -1 [} 3
= = = = =7 G G 7
-1 -1 -1 I R B =
=1 =1 =1 =1 =1 =1 =1 =]

=

On trouve donc 9 sous-groupes pour D8 qu'il esisipbs d’ordonner selon la relation
d’inclusion. On obtient alors le diagramme de Hasseant :

. 2 3 2 3
Dey=lid r, ', v s, 501, 5017 5017

3

.2 2 . 2 .3 L1
id, ¥, s, sor id, r.r . r id, ¥, sor, soF

. . 2| . , 3
id,s| id,sor id . i id, sor  id,sor|

id |

lll. Etude du groupe diédrdb, ,-) pour n guelconque

Les fonctions présenter tout au long de ce comgbelu sont déja généralisées afin de
pouvoir étudier 'ensemble des groupes diédia), , o).



IV. Transfert de motifs

1. Sous-groupe opérant sur un motif

On utilise le motif M du sujet de TP et on lui fait subir 'ensemble tramsformations
géométriques présentes dans chacun des sous-gahtpass précédemment.

Cest la fonction create_motif qui permet de réalisces opérations (fichier
create_motif.m) :

% sg est le sous-groupe que I'on fait opérer sur le motif
% n désigne le groupe diédral étudié

% Xd et Yd sont les points caractérisant le motif

function [] = create_motif( sg, n, Xd, Yd)

% On récupere les alpha et beta de chaque éléme nts de sg
[alpha, beta] = trad_dec_qu(sg,n);

taille = size (sg,1); %Nombre d'elements dans le sous groupe

% Pour chaque éléments ...
for i=1:taille
X = Xd;
Y = Yd;

% ... On effectue la rotation de chacun des poin ts ...
P = rote(beta(i,1)*2*pi/n,[X Y]);
X=P(,1);
Y = P(;,2);

% ... Puis la symetrie si il y en a une
if alpha(i,1)==1

P = symetrie(P);

X =P(,1);

Y = P(;,2);
end

% Il ne reste plus qu'a tracer le motif
line (X,)Y);

end




Apres avoir défini :
X=[0;2;2];Y=[0;2;1];
n=4,;

On obtient finalement les motifs suivants :

SG =s_groupe_engendre(0,n) ; SGgrasipe_engendre(2,n) ;

/\

\

SG =s_groupe_engendre(4,n) ; SG =s_groupe_engendre(5,n) ;
SG =s_groupe_engendre(6,n) ; SG =s_groupe_engendre(7,n) ;

!\/

\

SG =s_groupe_engendre(1,n) ; SCgrasipe_engendre([2 ;4],n);

SG =s_groupe_engendre([2;5],n) ; SG ¥aupge _engendre([0:8],n) ;
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2. Transfert de formes de base

La rotation et la symétrie étant des isométridesatonservent les longueurs, les angles et
donc les formes.

Ainsi pour faire opérer un groupe diédral sur umenie de base, il suffit de le faire opérer
sur les éléments caractéristiques de cette forme.

Par exemple, pour un cercle il suffit de faire @péde groupe sur le centre et de retracer un
cercle de méme rayon que le cercle initial.

3. Prolongements

On peut définir d’autres motifs, et faire opéregteupe D8 sur ces nouveaux motifs, par
exemple :

Fro E [O:2:1:3]2

> T [O:2:3:1]:

o ] B B R T i SR T
*r create motlif (3G, 4,4, T)

e bt Y B oo B R oL

:>:> R asd) .

oo e € e Rl [ e B e B b - R ST T Rl
¥r preate motlif (3G,4,E,T)




